Exciton-Photon Coupling in Crystals and Dipolar=Sum Tensor for Retarded Interaction by Akio,Honma
（明治大学工学部研究報告第42号・1982年3月）
0－98Exciton・Photon　Coupling　in　Crystals　and　Dipolar：
Sum　Tensor　for　Retarded　Interaction
Akio　HONMA＊
Abstract
　　　The　coup！ed　modes　of　Frenkel’s　excitons　and　photons　in　crystals　are　investigated　theoretically　in　the
second．quantization　representation．　The　system　of　equations　to　be　satis丘ed　by　the　excitation　energies　of
coupled　modes　is　found　to　involve　the　retarded　interaction　between　the　dipole　moments　oscillating　at　the
excitation　frequencies．　In　order　to　express　the　excitat至on　energies　as　the　functions　of　wave　vector　in　the
丘rst　Brillouin　zone，　the　dipolar・sunl　tensor　fbr　retarded　interaction　is　calculated　by　the　Ewald　method．　The
obtained　result　is　valid　fbr　any　energy　region　of　coupled　modes，　and　is　apPlicable　to　general　crystal　lattices
containing　more　than　one　atom　per　unit　cell．
§1．　Introduction
　　　　The　coulolnb　interaction　betweell　charged　particles　does　not　act　instantaneously，　but　propagates　with　the
velocity　of　light，　i．e．，　the　system　of　charged　particles　is　essentially　represented　by　the　coupled　system　of　the　free
particles　and　photons，　and　the　retarded　Coulomb　interaction　between　these　particles　appears　thrQugh　the　mediation
of　radiation丘eld，　which　is　well　known　in　quantum　electrodynamics．1）It　follows　from　this　that　the　coupled　modes
of　photons　and　elementary　excitations　il1・crystals，　such　as　phonon，　magnon　and　exciton，　are　the　true　excitation
modes　existing　naturally　in　crystals．　The　effects　of　coupled　modes　are　observed　experimentally　in　the　3bsorption
and　reflection　spectra　of　incident　light　and　more　directly　in　the　Raman　scattering　of　light．2｝
　　　　In　this　paper　the　theoretical　investigation　on　the　cQupled　mQdes　of　Frenkel’s　exciton　and　photon　is　made．
The　Frenkel　exciton　is　characterized　by　the　transition　dipole　mornent　oscillating　at　the　transition正requency　of
isolated　atom．　The　retarded　interaction　between　the　dipole　moments，　therefbre，　depends　on　the　transition　frequency
and　hence　is　altered　when　the　transition　energy　is　changed　by　the　interaction　itself．　Accordingly　the　calculation
tQ　obtain　the　excitation　energies　of　coupled　modes　must　be　carried　out　self－consistently．　Several　authors3卿8〕studied
this　problem，　of　which　Craig　and　Dissado8｝gave　a　simple　and　interesting　methQd．　However　their　calculation　is
restricted　to　the　simplest　crystal　Iatt三ce　containing　only　one　atom　per　unit　cell．
　　　　In§2，　we　develop　the　theory　of　the　coupled　modes　of　Frenkel’s　excitons　and　photons　for　the　crystal　Iattice
containing　more　than　one　atom　per　unit　cell，　which　corresponds　to　the　extension　of　the　theory　given　by　Craig
and　Dissado．8）　It　is　found　that　the　equations　to　be　satis丘ed　by　the　excitation　energies　of　coupled　modes　are
written　in　terms　of　the　dlpolar－sum　tensor　for　the　retarded　interaction　between　transition　dipole　moments．　When
the　velocity　of　light　is　taken　to　be　infinite，　these　equations　reduce　to　those　for　the　instantaneous　（or　elec廿ostatic）
interact三〇n　employed　in　the　ordinary　theory　Qf　excitons．
　　　　Because　of　its　slow　convergence　in　lattice　sum，　the　dipolar－sum　tensor　fbr　an　in丘nite　lattice　is　usually　evaluated
by　the　Ewald　method．9）　Although　the　Ewald　method　is　well　established　fbr　the　instantaneous　interaction，10－14）
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its　application　to　the　retarded　interaction　is　unsatisfactory；there　exist　a　few　examples　of　application，5・7）but　the
results　are　valid　only　for　low　energies　of　coupled　modes．　In§3，　we　derive　the　general　fbrmula　of　dipolar－sum
tensor　fdr　the　retarded　interaction．　The　obtained　fbrmula　is　apPlicable　to　any　crystal　lattice　and　holds　f6r　arbitrary
energies　of　coupled　modes．　In　the　limit　of　the　in丘nite　velocity　of　light，　the　f6rmula　reduces　to　that　f6r　the
instantaneous　interaction　already　given　in　ref．14．　The　relation　between　the　dipolar．sum　tensors　for　the　retarded
and　instantaneous　interactions　is　also　discussed．
　　　　In§4，　the　result　obtained三n§2and§3are　applied　to　the　simple　systems　in　whlch　the　crystal　lattices　contain
one　or　two　atoms　per　unit　cell．　Each　atom圭s　assumed　to　have　at　most　two　excited　states　which　are　responsible
for　dipole　trans1tion．　These　examp！es　are　useful　fbr　understanding　the　coupled　modes　of　excitons　and　photons．
　§2．　Mixed　Exciton－Photon　States　and　Their　Excitation　Energies
　　　　We　consider　a　crystal　lattice　containingσequivalent　atoms（or　ions　or　molecules）per　unit　cell　which　is　a
parallelepiped　bounded　by　three　primitive　translatioll　vectors　an（n＝1，2and　3）．　The　equillibrlum　position　of　the
λth　atom（λ＝1，2，…，σ）in　the　l　th　unit　cell　is　denoted　by　rtA＝　rt十pA　where　ri＝　Z。　1。an（ln　being　integers）
and　p2　is　the　position　vector　of　theλth　atom　within　the　unit　celL
　　　　The　electronic　states　of　the　2　th　atom　are　denoted　by軌∫with　energiesε∫．　The　subscript　f　indicates　the
quantum　numbers　of　each　state　and　the　ground　state　corresponds　to　f＝0，　whose　energyεo　is　chosen　as　the　origin
ofε∫，　The　trans三tion　dipole　moment　Pえ∫of　the　2th　atom　due　to　the　transition　from　the　ground　state　to　the
excited　state　！is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　覧
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1「Xf＝＜ZP’v　11「ノiT20＞，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1）
where　pa　is　the　electr三c　dipole　moment　of　electrons　on　the　2　th　atom．　We　assume　without　loss　of　generality　that
the　electrollic　levels　are　nolldegenerate．　This　means　that　Tv　and　pv　are　all　real．
　　　　In　order　to　treat　the　problem　in　the　second・quantization　representation，　we　introduce，　following　Agranovich4｝，
the　creatiQn　and　annihilation　operators　Bta∫＋and　Btu　for　the　electronic　excitation　of　an　atom　at　the　site　ll．
When　the　expectation　value　of　B‘〃＋Btu　is　considerably　smaller　than　unity，　these　operators　satisfy　the　commutation
relations　for　bosons，　Le，，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　畿1：豊ll：1：；島1’え・〃却δ　｝　　　　　　・・．2・
In　th｛s　representation，　the　unperturbed　crystal　Hamiltonian　Ha　is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ha＝房ε・B・〃＋BUf・　　　　　　　　　　　　（2・3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aand　the　operator　for　the　transition　dipole　moment，　PAア，　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pv＝P，ノ（Bt2ノ十BiV＋）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）
　　　　Because　of　translation　symmetry・the　Iocalized　operator　Bt2r三s　transfbrmed　to　the　operator　Bkv　fbr　the
Frenkel　exciton　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B…＝］1］tii7　￥　B…　exp（ik°「・）・　　　　　　　　　（2・5）
where　N　is　the　llumber　of　unit　cells　in　crys寸al　andゐis　the　wave　vector　in　the丘rst　Brillouin　zone．　From　eqs．
（2．2）and（2．4），　the　commutation　relations　f6r、Bk2／are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　設ll：鋤ll宕：1竺’δ22’δf∫’・｝　　　　　　・・．・）
and　hence　the　Hamiltonian（2．3）is　rewitten　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ha＝。誹・・B・・∫＋B・a・・　　　　　　　　　　　　（2，7）
　　　The　creation　and　annihilation　operators　aqt＋and　aaτf6r　photons　of　wave　vector　q　and　polarlzationτsatisfy
the　commutation　relations
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lll：：ll：：1嵩lqα’磁㌧｝　　　　　　（・．8）
（2）
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In　terms　of　these　operators，　the　Hamiltonian　fbr　free　radiation丘eld，　Hr，　is　expressed　asn
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hr＝Σ　Eqaer＋aqt，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qt
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε，＝物，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．10）
is　the　photon　energy　（c　being　the　light　velocity）．
　　　In　the　Coulomb（or　transverse）gauge，　the　vector　potential　at　position　r，ム（r），　is　known　to　bel〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（・・一訓2樗6…〔　exp（・q・・）・…＋exp（一・q・・）〕・　　…11）
In　this　equation　V　is　the　quantization　volume　Qf　radiation五eld　and　eqt（τ＝1，2）are　two　polarization　vectors
perpendicular　to　q，　i．e．，．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　egttegτ』δ¢’－gtqJ／92’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ
where　eqtt　and　gt　represent　the　Cartesian　components　of　eqt　and　q（i，ノ＝x，　y　or　z）．　The　transverse　electric丘eld
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロE（r）can　be　obtained　from　E＝一∠4／c．　By　differentiating　eq．（2．11）with　respect　to　time　and　using　the　time
derivative　dατ＝〔aσr，　Hr〕／iE　＝－icgagτ，　one　can　easily　see　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（・）一￥r・＞2奢・…〔a・・exp（・…）一…＋exp（一・・…〕・　　…13・
　　　In　the　dipole　approximation，　the　interaction　energy　between　the　atomic　electrons　and　the　radiation丘eld，　Htnt，
is　wr三tten　as私。‘＝一Σ‘，f　P∫・E（rt2）．　Substituting　eqs，（2．4）and（2．13）into　the　expression　for　H掘and
noticing　the　relation　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e＿gr＝eqτ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．14）
we丘nd　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Elt。t＝一ΣΣ　C，Af，（k，　q）（aqτ一α一ατ＋）（BkAf＋十B－kaf），　　　　　　　　（2．15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kλ1∫　9：
with　the　de丘nition　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C・・！細一・傭・・…P・・）・xp（一ik・rt十iq・r）・　　　…16）
　　　The　total　Hamiltonian　fbr　our　system　is　the　sum　of　three　Hamiltonians　described　abQve：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H「＝Ha十Hr十Hint，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．17）
wh三ch　is　llow　diagonalized　by　the　Bogolyubov－Tyabllkov　method．4・12）Letζ，＋andζμbe　the　creat五〇n　and　annihila。
tion　operators　of　mixed　exciton－photon　excitations　with　energiesεμ，　which　satisfy　the　commutation　relations
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［［：：潔　｝　　　　　　　…18）
Thus　the　total　Hamiltonlan（2．17）is　expressed　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＝Σεμζμ＋ζμ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・19）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
apart　from　a　constant　term．
　　　　The　operators　Bkzt　and　aαt　are　transf6rmed　toζμby　the　relations
　　　　　　　　・　　　　　BkAf＝Σ（Ukaノ，μζμ＋Vk2ノ，μ＊ζμ＋），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．20）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，，ニΣ（Ua。，Kμ＋v、．，μ＊ζμ＋），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．21）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
where　the　amphtude　functions　fbr　exciton－1ike　waves　are　denoted　by　ukv，μand　vkaf，μ，　and　those　fbr　photon－1ike
waves　by　ugr，μand　vqr，μ．　In　order　that　the　transformations（2、20）and（2．21）be　canonical，　the　functions　u　and
vmust　sat五sfy　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1：1：ll：：1：二；：：：1：：：：：：f”「｝　　　　（，22）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　　　　　　　　　Research　Reports　of　the　Faculty　of　Engineering　Melji　University，　No．42（1982）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l：：瓢灘∴｝　　　　・2．・23）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P
where　p　stands　fbr　k2f　or　qτ．
　　　　To丘nd　the　excitation　energiesεμin　eq．（2．19），　the　equations　of　motion　in　the　exciton　and　photon　operators
are　utilized．　From　eqs．（2，6）～（2。9）and（2．15），　it　is　easy　to　show　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i充B凧∫コε∫」BkRf一ΣC‘”τ（k・の（aατ一a－qτ＋），　　　　　　　　　　　　　　　（2．24）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lqτ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i磁ατ＝εqaqτ十ΣC，〃t（k，－q）（BkV＋十B－ku）．　　　　　　　　　　　　（225）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　klA／
Substituting　the　transformations（2，20）and（2．21）into　eqs．（2．24）and　（2．25）and　then　using　the　eigenvalue
equatlons
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iEζμ＝εμζμ，　　　　　三Eζμ＋＝一εμζμ＋，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．26）
we　obtain　the　following　four　equations　to　be　satis丘ed　byεμ：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ε”一ε∫）zaklf，ge＝一ΣCtXf，（k，　q）（Uat，ge－v－gτ，μ）＝一（εμ十εノ）v－kAf，”，　　　　　（2．27）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tet
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（εμ一εq）eCar，μ＝＝Σσ尉τ（－k，－q）（πk2r，μ十v－k2t，μ）＝（εμ十εα）v－9t，μ．　　　　　（2．28）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lkA∫
By　means　of　eq．（2．28），　the　alnplitude　functions　uqT，μand　w＿eτ，μcan　be　eliminated　from　eq，（2．27）．　The　result　is
　　　　　　　　　　　　　（・・2－・・2）　…一一…器、習，、き，～C－（k・・q）・1’〃’・（－k・・一・蜘・・μ・（・・2・）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wkat，μ＝zakA∫，μ＋v－klノ，μ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．30）
are　the　new　amplitude　functions　for　exciton．1ike　waves．　The　system　of　equations　given　by　eq，（2．29）determines
the　excitation　energiesεμof　mixed　exciton－photon　states．
　　　　Substitution　of　eq．（2．16）　fbr　Ciλiτon　the　right　hand　side　of　eq．（2．29）　gives
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　習盟、、き、～c　（㈲・・一（＋・・一一・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一等認篶，讐1論冨（・…P…’）（・…P・・）・xp（・・Ψ・幽・ノ’，・（・・31）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl，〃え＝rt，十iOa，＿p2，　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，32）
is　the　radius　vector　from　the　atom　Oえto　the　atom　l，2’．　Equation（2．31）holds　fbr　crystals　with　large　dimensions
in　size．＊@To　evaluate　the　doul）le　sumΣg。　in　eq．（2．31），　the　sum　overτis丘rst　carried　out　by　use　of　eq，（2．12）
as　follows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（eq，．」Pa，∫，）（ear．」Pa∫）＝ΣPa，f，tPzノ（δ，一qtqY／q2），　　　．　　　　　　　（2．33）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tj　　　　　　　 c
an・・h・n・h・…・ver…t・an・f・・m・d…h・・…g・al　b…e…he　rel・…n・h・・Σ・一〔V／（・・）・〕∫・q・
Noticing　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫92鍔「d　一÷’“9∫°°響舞「d・一…a・｝・・一　　・…4）
＊In　deriving　eq．（2．31），　the　double　sum　over　Iattice　points　is　changed　to　the　single　sum　in　the　following　way二
　　　　　　　　　　　　　浴・・p｛i〔V．ri，－k．rt＋q・（・t－ru）〕｝
　　　　　　　　　　　　　　　　＝？・・p〔i（”『k）°rt〕多・・p〔W一ω・（rl・－rl）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　＝Nδk・kΣexp〔i（k－q）・rl・〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”
　whlch　is　allowable　if　the　sum　over　rv－rt　is　independent　of　rl，　i．e．，　the　surface　effect　of　crystal　lattice　is　ignored，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
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and
　　　　　　　　　　　　　∫ゲg舞’「d・一一・・，£1。〔｝∫°’響d・〕一一…轟〈｝・・…〉…35・
we　obtain
　　　　　　　　　　　　　（2．31）＝－exp（－ik・ρa’z）ΣΣ　PA・r・iPvd　exp（ik’rt・A’A）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞ゴ　　　　　　 　　　　　　 己’ス’∫’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・｛〔∂。“、，轟。、，、，、，＋（舞）2δ・・〕。｝。…llttr－｝　〃・・・　　…36）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．37）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρλ’R＝10R’一ρλ，
ls　the　radius　vector　from　the　2th　atom　to　the　2’th　one　within　a　unit　celL
　　　　When　the　expression（2．36）is　adopted，　the　equation　system（2．29）is　written　as
　　　　　　　　　　　　　（・。・一…）w・・f，，－2噂・xp（一・k・・〃・）…一；，　P・’・’・D…t〈艦）昨・・　（・・38）
with　the　de丘nition　of
　　　　　　　　　　　　　蝋磯）一写’｛〔一，。，、，器＿r（96）2δ・’〕：，｝Jl－，2　c・・1飼・xp・・k…’・’・）・（・・39・
where　the　prime　on　the　sum　over　l’indlcates　that　the　term　with　l，＝O　has　to　be　excluded　when　A’＝λ，　because
th呈s　term　corresponds　to　an　infinite　self・energy．
　　　　The　expression　inside　the　curly　brackets　of　eq．（2．39）is　the　tensor　for　the　retarded　dipole　interaction　between
two　atoms　separated　by　the　distance　rt，z，a．　This　can　easily　be　confirmed　by　differentiation：
　　　　　　　　　　　　　景丑頭一，蕩。－a・δのc°募〃「一〔P・・P2－・（「’ハ｝≦「°P’）〕（c°募罫7＋αs劉
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一〔P・・P・一（r・P，）（r・P，　　　r2）〕惣s〃プ・　　　　　（・・4°）
which　is　Qf　the　famihar　f6rm　f6r　the　retarded　interaction　between　the　dipole　moments　P，　and　P，　at　the　relative
　　　ロ　　　．pos且tlon　r・
　　　　Equation（2．39），　therefbre，　represents　the　dlpolar．sum　tensor　fbr　the　retarded　interaction　between　transition
dipole　moments　in　crystals．　It　should　be　noted　that　the　interaction　appears　by　the　mediuln　of　radiation丘eld．
In　the　limit　of　c→Oo，　the　expression　（2．39）reduces　to　the　dipolar－sum　tensor　f6r　instantaneous　interaction
employed　in　the　usual　exclton　theory　in　which　all　the　atoms　in　crystal　are　assumed　to　interact　with　one　another
without　retardation．　In　order　to　get　the　excitation　energiesεμas　the　functions　of　k，　we　have　tQ　know　the
explicit　fbrm　of　the　dipolar－sum　tensor．　This　is　the　task　in　the　next　section．
§3．Dipolar－Sum　Tensor　for　Retarded　Interaction
　　　　The　dipolar－sum　tensor　de丘ned　by　eq．（2．39）can　be　written　in　the　fbrm
　　　　　　　　　　　　　　D…〈峠）一一（，タ1。・空・’）・…（・謂・）・一・・　　　　（・・1）
where
　　　　　　　　　　　　　・、’、（k，　91r）一昇・xp（・k…’…）1．－1　1…91・一・－1－…÷…9・・　　（…）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω＝・，／E，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・3）
The　form　of　dia，z　given　by　eq，（3．2）is　not　su董table　fbr　numerical　calculation　because　of　its　slow　convergence　in
lattice　sum，　so　that　we　rewrite　it　by　the　Ewald　method9）with　the　assumption　of　an　indefinitely　extended　crysta1．
The　procedure　of　calculation　is　slmilar　to　that　given　in　the　previous　paper．11）
　　　　U…g・h・・d・・…y1／・一（2／・ゾ万）∫一・xp（一・…）・－dd…d・・g・h・・…g・a1・・・・…P・・…we　can　w・…
eq．（32）as　follows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　　　　　　Research　R・b・・…f・h・Facul・y・f　E。gi。eeri。g　M。五」i　U。iversi，y，　N。42（1982）
　　　　　　　　　　　　　・…（k・91r）一・xp（・k・・）∫ξ・（切・・
　　　　　　　　　　　　　　・夢・xp（ik・rt’z’a）…gr・－r・・…　1》flTT　f，°°exp（一・・｝・一・・’〃・1・）・一・暖…gr，（・．・）
where
　　　　　　　　　　　　・（…）一》舞・xp〔一・・1・一・・’、’、1し・k・（卜・“、，、）〕…91卜酬．　　（・．5）
　　　Since　F（x，　r）has　the　periodicity　of　crystal　lattice，　it　can　be　expanded　in　a　Fourier　series　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x，r）＝ΣFg（x）exp（ig・r）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
where　g　are　the　reciprocal　Iattice　vectors　glven　by　g・・2rcΣng。bn（gn　being　integers）in　terms　of　the　primitive
translation　vectors　bn　in　the　reclprocal　lattice（απ・bn，＝δnの．　The　coef丑clents　F9（のare　calculated　from
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・ω一壱∫・（切・xp（一・…）…　　　　　　（・．7）
the　integral　being　over　the　whole　crystaI　volume　V』．　Substituting　eq．（3．5）into　eq，（3．7）and　using　the　fact
that　exp（りlg●rl・A’A）三s　equal　to　exp（ig・ρλ，2），　we　obtain
　　　　　　　　　　　　瓦ω一素・xp（一・・…’・）∫・・p〔一・…一・（k＋・）・・〕…9・d・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一孟・｛（K十Q　　c）・xp〔一（聖／°）2〕・（K－9）・xp〔一（￥・）2〕｝・xp（一・…“、），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．8）
where　v　is　the　volume　Qf　a　unit　cell　and　K　is　de丘ned　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K＝kH－9「・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）
To　slmplify　the　expression，　we　introduce　the　following　notations：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・x‘”（嘲一告｛・xp〔一（Kgilll／°）2〕・・xp〔一（Krf’8／°）2〕｝・　　（・．1・）
Then　equations（3．6）and（3．8）lead　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（…r）一舞〔・xl＋1（K，9）一、災・x・一・（吻〕・xp〔…（卜伽）〕，　（・．11）
which　is　integrated　over　x　to　g三ve　the丘rst　term　of　eq．（3．4）：
　　　　　　　　　　　　∫ξ・（…r）・F舞K・t。／c）・〔・，・＋・（嘲・、災・，・一・（K，9）〕・xp〔…（・一。、，、）〕，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．12）
・…e・h・・…g・al∫ξガ・exp（－A・／…）・炉・・一・exp（－A・／・ξ・）…b・en・・ed．
　　　The　integral　in　the　second　term　of　eq．（3，4）is　written　as，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　》凱⑳・xp（一劉・一・　12）・・－1．．｝　1・・f・（ξ1・一・・t…D・　　（・．13）
・h・・eerf・ω…he　c・m・1・m㎝…yerr・・f・n・…n・…e・・b・（2／VT）£°°・xp（一・・）d・・The　ab・ve・…g・a1・・出
r〃え，z＝O　is　combined　with　the　last　term　of　eq（3．4）to　give
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多・・f・（ξ・）÷一砦∫1exp（一ξ糊・・…　　　　．14・
　　　Subst三tution　of　eqs・（3・12），（3・13）　and　（3．14）　into　eq．（3．4）　yields　the　desired　expression　f6r　dia，2：
　　　　　　　　　　　　蝋峠・）一舞K・t。／、）・〔…＋，（K，9）濃・，・・（K，9）〕・xp〔・（K・・一・・。、’、）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・多’1卜1、，、，、1…91・－r・・、・、lerf・（ξi・一・〃、’、1）・・p（・…、’“、）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・礁…9　・　f，　‘・xp（一ξ・・…）・v．”　　　（・．15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
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　　　There　exists　an　important　relation　obtalned　from　eqs．（3．5）and（3．11）．　We　have　f6r炉ξ
　　　　　　　　　　　　　》p〔一ξ2）・…’・－rj2＋jk・（・・’・’r・）〕…｛l！1・・’・’r・1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一雌）312］i］〔…＋，（Kの一。災・…（K・9）〕・xp〔一…（・・’r・）〕・　（・・16）
which　corresponds　to　Ewald’s　generalized　theta　function　transformation．　The　sum　on　the　left　hand　side（the　direct
Iattice　sum）converges　rapidly　when　ξis　large，　whereas　the　sum　on　the　right　hand　side（the　reciprocal　Iattice
sum）cQnverges　rapidly　whenξis　small．　The　same　is　true　in　the　first　and　second　terms　of　eq，（3．15），1）ecause
the　function　erfc（の　behaves　like　exp（－x2）　at　large　x．　Forξ～1／αwhere　a　is　a　lattice　constant，　both　the
direct　and　reciprocal　lattice　sums　converge　rapidly　in　contrast　to　the　slow　convergence　in　the　direct　lattice　sum　of
eq．（3，2）．　This　is　the　reason　why　the　Ewald　method　is　useful　f6r　numerical　calculations．
　　　　According　to　eq．（3．1），　the　dipolar・sum　tensor　can　be　obtained　by　use　of　eq．（3．15）．　Introducing　the　tensors
ノ】、‘ゴand　Btj　for　d量polar　coupling　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　At，λ，λtゴ＝δ¢，－3　re，λ，Ai　rt，a，ノ／rt，λ，λ2，　Bi，A，atゴ．＝δiゴーrt，λ，Ai　re，A，Ad／rt，〃λ2　　　　　　　　　（3．17）
and　using　the　relatioll（3．16）with　r＝0，　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　蝋礁）一誓写K寒≡1霧lll；δ1ゴ〔…＋・（K・9）・e．・…（K・e）〕・xp・一・・・…）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一蕃岬〔…＋〈醐一、災・・・一くK・9）〕・xp（一卯・’・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・多’・’・’・一・〔砺・L・（ξ・’・’・）…9rl’・’・＋ん…t’L・（ξ・’・’・）9・・’・’・・S・・争・’…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一砺、・…（ξ・・・…）（争〃の2〕・xp（・k・r・・…）・　　　　　（・・18）
where　the　funct三〇ns　Ln（x）（n＝1，2and　3）are　de且ned　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（・）－er・・（・）・》熱曙・・）・xp（一・2）・　　　　　（・・19）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・ω一・・f・ω・轟・・xp（一・2）・　　　　　　（3・2°）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・ω一…（一／・ξ）erf・（・・＋s畿1ヂ）表…p←・・）…　　21）
In　the　limit　of　c→○○，　equation（3．18）reduces　to　the　expression　for　the　instantaneous　interaction　given　in　ref・14
（the　functlon　K＠）iロref．14　is　idential　with　3》万x－3ム1（x）／4）．　For　x《1，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・f・（・・）一・洗（・＋9・・）・xp（一・2）・・（・5）・　　　　（・・22）
so　that　the　expression（3．18）atξ＝O　returns　to　the　f6rm　given　by　eq．（2．39）（see　also　eq．（2．40））．
　　　　By　separating　the　term　with　g＝O　of　the丘rst　sum　in　eq．（3．18），　we　divideヱ）a，At」lnto　two　parts　as　follows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蝋碍）－D・・（・，e）・＋D・…〈k・・ee）・・　　　　　（・23）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D・〈k・・9）・→￥’ll三1器llilδ¢’…　　　　　24）
and
　　　　　　　　　　　　　蝋碍）　一響畿欝’〔1－・…，團一護・・・一・（劇
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　考盈〔K¢歪；≡1鵠：δ‘L詞…＋・（K・9）・xp（一・・…’・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・努。ヨ〔K護≒畿崇’＋去δ・’〕。：li・…（K・9）・xp（一・・・…）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－9／・・J〔・、・＋・（k，9）一農・・・一・（・・9）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・多’・’・’・一・〔・・’・’・t」・1（ξ・・’・’・）…薯・〃・’・＋ん・’・・’・・（ξ・’〃・）｛ll・・…’・S・・Slrt’・’・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・〃・’μ・（ξ・’・’・）（e…’・）2〕・xp（幅・…）・　　　　　　（・・25）
The　tensor　DMt’is　independent　of　crystal　structures　and　agrees　with　that　6btained　from　the　MaxweU　equations．＊
The　tensor　DR，AzjL　satis丘es　the　following　symmetry　relat至bns：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　雛濫藁｝　一
・…h・・eea・・1・・een…m・q，（・．25）．・・f・11・w・…m・q・．（・．26）an・（・．39）・h・・D・’、・’（・，e）。・・real・nd
D・’・・’ ik，・9）。…he　real　f・n・…n・・k・f・h・…es・are　a・・he　cen・・・…nvers・・n．　The　e・p・ess・・n・（・．18）
amd（3．23）～（3．25）are　the　general　fbrmulae　fbr　the　dipolar－sum　tensor　and　are　useful　fbr　numerical　calculations
if　the　parameterξis　chosen　to　be　the　inverse　of　a　lattice　constant，　as　mentioned　bef（）re．
　　　　To丘nd　out　the　re｝ation　beween　the　dipolar．sum　tensors　fof　retarded　and　instantaneous　interactions，　we　consider
the　limiting　case　ofξ→○O　in　eq．（3．25）．　Noticing　thatα。。（＋）；1，α。。（一｝＝O　and　Ln（oo）＝0，　we　obtain　　，
　　　　　　　　　　　　　蝋k・・9）。一努霧。〔K彦寒≡器δ乞L詞・xp（一・卯・・）－k’・・’・　（・・27）
which　Ieads　to　the　relat量on　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　蝋k・・9）。－0・…」（・）・＋警㈲2謬。讐隷・xp（一…伽）・　…28）
wheτe
　　　　　　　　　　　　　a・’…ω・一雛。（K斧L÷・）・xp（一・・…’・）鵬・・’，　　　（・．29）
is　the　tensor　fbr　instantaneous　interaction　obtained　from　eq．（3．27）by　taking　the　limit　of‘→oO．
　　　　When　the　excitation　energiesεμare　in　the　opical…md　near－ultraviolet　regions，　the　low　frequency　condition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　璽蔓一《1　　　　　（abeing　a　lattice　constant），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．30）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c
may　be　satis丘ed、　Since　the　minimum　value　Gf　K　in　eq．（3．28）is　of　the　order◎f　1／α，　the　magnitude　of　the
second　term　is　slnall　as　compared　with　that　of　the丘rst　term　by　the　factor（ωα／c）2．　Thus　the　relation（3．28）
becomes　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蝋・・9）。－Y・’X・（k）・　（￥’《1）・　　　　（・・31）
which　is　valid　for　all　wave　vectors　in　the丘rst　Brnlouill　zone，
　　　　When　the　wave　vectorsんsatisfy　the　condition
＊We　calculate　the　electric丘eld　E　due　to　the　polarization　P　by　use　of　the　Maxwell　equations　with　no　external
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　current．　Substituting　P＝Pc）exp（ik・r－iωのand　E＝Eo　exp（ik・r－iω’）lntoク×7×E十石ソc2＝－4πP／c2，　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fe・E一庶・E・）一（ωc）2　E・一・・㈲2ハ．
　The　i　th　component　of　this　equatlon　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亭〔・2δr・…一（争）2δ・〕胴・㈲2P♂，
　which　is　inverted　to　yield
　　　　　　　　　　　　’　…一一・・ゾ筆罐’為・・　．
　Since　Po　is　written　asΣa、Pa／v，　the　above　eq岨tion　gives　the　tensorヱ）躍りof　eq．（3．24）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lkCa《1　　　　　（a　being　a　Iattice　constant），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．32）
the　vectors　K三n　eqs．（3．27）～（3．29）may　be　replaced　l）y　g，　so　that　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D・’・・’（k，9）。一蝋・，9）L　（1・la《1），　　　　（・．33）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多え’2tゴ（k）L＝」多λ，A‘’（0）L　　　　　　　　　　　　（lJ引α《1）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．34）
When　bQth　the　conditions（3．30）and（3．32）are　satls丘ed，　we　have　the　relation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蝋碍）L・＝gA，Rtj（・）・　（li－’・　1・1・《1）・　　　（・・35）
　　　　All　the　discussions　given　above　are　based　on　the　expression（3．27）which　has　been　derived　from　eq．（3．25）
正）y　taking　the　lim至t　ofξ→○○．　But　the　relations（3．31）and　（3．33）～（3．35）hold　for　any　value　ofξbecauseξ
is　only　the　paralneter．　Actua11y　the　relation（3．34）was　derived　in　ref．15　f（）rξ～1／a．　Therefbre　in　order　to
calculate　numer呈cally　the　right　hand　sides　of　these　relations，　Qne　can　use　the　expression　（3．25）by　taking　the
llmits　of‘→oo　and／or　k→0。　Note　that　the　express三〇ns（3，27）and（3，29）are　not　adequate　f6r　numerical
calculations　by　reason　of　slow　convergence　in　their　reciprocal　lattice　sums．
§4．Simple　Examples
　　　　Using　the　frequencies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω＝εμ／充，ωノ＝ε∫／E，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）
and玉ntroducing　La，ス∫’∫de丘ned　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　研・（k・9）一・xp（一・k・・…）掬耳…D…」（k，　9）P・ノ・　　（・2）
we　rewrite　eq．（2．38）in　the　fbrm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・・一…）xv・t－・噂研・（碍）鞠一・・　　　　　（・・3）
where　the　subscripts　k　andμof　the　amplitude　functions　are　omitted　f6r　simplicity．　The　symlnetry　relations　of
La’ノ’∫are
　　　　　　，　　・…f’（k，9）一・〃・〃（－k，9）一・・’・〃（k，9）＊，　　　　（…）
which　are　easily　obtained　from　eqs．（3．26）and（4．2）．　Since　only　the　transverse　excitons　are　treated　here，　the
condition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k・」『nt　＝O，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．5）
must　be　taken　into　account．
　　　　In　this　section　we　confine　ourselves　to　considering　the　low　frequency　region　fbrωin　which　the　relat正on
（3．31）is　applicable．　Thus　we　have，　by　use　Qf　the　condition（4．5），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　研・（k・9）謝・（k）一・xp（一・k・伽）1瓢縞）・　　（…）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－Ca，・〃（k）一・xp（一・婚・）掬乃’・・9・’・‘f（・）・P・ノ・　　　（…）
The　second　term　of　eq．（4．6）comes　from　the　tensorがゴ（k，の／のM　given　by　eq．（3．24）．
　　　　As　the丘rst　example，　we　consider　the　simplest　case　where　the　unit　cell　colltains　only　one　atoln　which　has　a
single　excited　state　f　responsible　fbr　dipole　transition．　It　follows　from　eq．（4，3）that　the　energies充ωof　mixed
exciton・photon　states　must　satisfy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一…一・・〃（k，9）一・・　　　　　　　　（・・8）
where　the　subscripts　2　andλ’to　distinguish　the　atoms　in　a　unit　cell　have　been　removed．　In　the　limit　of　c→○○，
the　energy　fico　i夏　eq．（4，8）　reduces　to　the　exciton　energy　E9∫fbr　instantaneous　dipole　interact量Qn．　By　use　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
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eq．（4．6），　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gt2（k）＝ω∫2十2tO∫．Cノノ（k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・9）
in　agreement　with　the　expression　obtained　previQusly16〕（see　eq、（3．11）in　refユ6）．1n　terms　of　gi（k），　equation
（4．8）is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω・－9，・㈲＋　F・　＝O，　　　　　　　　　　（4．10）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ck／ω）2－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ff一鶉・・Pf2・　　　　　　　　　　（4・11）
　　　　Equation（4．10）can　be　solved　explicity　fbrωas　the　function　of　k：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（k）一去〔…（k）…＋・・k2〕・吉｛〔・・2（k）…－c2k2〕2＋・…W2・　（・・12）
which　g三ve　the　dispersion　curves　f6r　the　coupled　modes　of　excitons　and　photons（exciton．polaritons）．　For　k　near
the　center　of　the丘rst　Brillouin　zone，　we　may　use　the　relation（3．34）and　so　the　approximation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9，・（k）＝・9ア2（0）コωノ2＋2ω，∬∫（0），　　　　　　　　　　　（4・13）
which　is　also　valid　fbr　a　w三der　range　of　k　if　the　band　width　of　fi9ノ（k）is　very　narrow．
　　　　The　dispersion　curves　in　the　approximation（4．13）are　shown　in　Fig．1．　In　the　absence　of　Ff，　the　dispersion
curves　are　two　straight　lines　expressed　as　to　＝9ノ（0）andω＝ck，　meaning　that　the　exciton　for　instantaneous
int・，acti。n　and　th・ph・t・n・・i・t・ep・・at・ly　with　n・・Q・pling．　Sin・e　th・・e　is　st・・ng・Q・pli・g・b・tween　thes・tw・
modes　near　the　crQss　pQillt　k。（＝9ノ（0）／c），　the　dispersion　curvesω＋andω＿shQwn　i皿Fig．1are　obta1ned．
At　k＝　O，　the　coupled　modes　withω＋（0）andω＿（0）are　Iargely　exciton4ike　and　photon・like　in　character，　respectively・
In　the　region　near　ko，　the　coupled　modes　contains　both　the　exciton－like　and　photol1－like　waves　with　nearly　equal
weight．　At々much　larger　than　ko，　the　coupled　mode　withω＋is　essentially　photon－like　whereas　that　withω＿is
essentially　exciton・like．　So　long　as　one　is　concerned　with　the　region　of　k　near　ko　in　whlch　the　coupled　mOde
plays　an　ilnportant　role，　one　can　safely　use　the　approximation（4．13）because　k。　is　very』small　as　compared　with
the　length　of　the丘rst　Brillouin　zone（ko＝2．5×105　cm－1　for　E　2∫（0）＝5　eV）．　　　　　　　　　　　　　　　　’
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F至g」1Dispersion　relation　of　exciton＝
　　polaritons　fbr　the　case　where　a
　　single　transverse　exciton　of　energy
　　EgJ（0）interacts　with　the　phQton
　　of　energy　fick，　The　dashed　lines
　　represent　the　dispersion　relat三〇11
　　in　the　absence　of　the　coupling　F∫．
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Fig．2Dispersion　relation　of
　　exciton－P61aritQns　for　the
　case　where　two　transverse
　　excitons　of　energies／i9±（0）
　　interact　with　the　photon　of
　　energy　E‘々．　The　dashed
　　lines　represent　the　d至sper．
　　sion　relation　for　free　modes，
　　and　9士（0）恩　are　the　exc玉ta．
　　tion　frequencies　fbr　longi・
　　tudinal　excitOIIS，
（10）
　　　　　　　　　　　　Exciton・Photon　Coupling　in　Crystals　and　Dipolar・Sum　Tensor　fbr　Retarded　Interaction
　　　It　shou董d　be　noted　that　the　frequencyω＋（0）＝〔9f2（0）十17∫〕1！2　corresponds　to　the　excitation　frequency　9∫（0）lt
fbr　longitudlnal　exciton（Pf　II　k），　This　can　easily　be　seen　from　eqs．（3．23），（3．35）and　（42）as　follows．
The　tensorム”（0，ω／c）f6r　the　Iongitudinal　exciton　is　glven　by－C∫∫（0）十（4π／vfi）Pf2，　from　which　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9／2（0）口＝ω∫2＋2t・f－C”（0）＋F∫＝9∫2（0）＋Ff．　　　　　　　　　　（4．14）
S三nce　the　quantity　1「ノis　proportional　to　the　oscillator　strength　of　dipole　transition，　it　is　said　that　the　effect　by
coupled　modes　becomes　more　important　in　the　transitioll　with　larger　oscillator　strength．
　　　　Next　we　consider　the　case　where　two　excited　states　f　andσof　the　single　atom　in　a　unit　cell　are　resposible
for　the　dipole　transition．　The　equation　system（4．3）yields　two　equations　to　be　satis丘ed　byωwith　two　ampiitude
functions　wf　and　wa．』The　secular　equation　formed　from　the　coe缶ciellts　of　wf　and　wo　is　written　as
　　　　　　　　　　　　　〔・・一…一・・…（k，9）〕〔・・一・・2－・・・…（峠）〕一…ω・…（k・9）2－・・　（・・15）
　　　　Two　exciton　energies　fi9±（k）for　instantaneous　dipole三nteraction　are　obtained　from　eq．（4．15）by　considering
the　llmit　of　c→oo．　We　have
　　　　　　　　　　　　　9・2（k）一告〔9・2ω＋9・2（k）〕・去｛〔9・2ω一9・2（k）〕2＋・9・・4（k）｝112・　　　（・・16）
where　the　uncoupled　exciton　energies　ES？f　and　fi≦2g　are　represented　by　eq．（4．9），　and　gJa　is　de丘ned　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9ノσ2（k）＝2へ／ω∫ωg」C∫a（k）1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．17）
　　　　It　ls　laborious　to　solve　eq．（4．15）forω（k）analytically，　but　one　can　easily　see　by　use　of　eq．（4．6）that　there
are　three　kinds　of　dispersion　curves，　We　call　themω処（n＝1，2and　3）．　The　outlines　Qf　dispersion　curves　can　be
inferred　fromωπat　special　po玉nts　of　k。　Employing　the　approximation（4．13）and　substituting　the　expressions　of
〃1，ゐσσand　1ノσat　k＝O　and　for　large　k　into　eq．（4．15），　we丘nd
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　酬一告〔蜘冊・σ2（・・…〕　　　　I
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t。3、。、。ま去｛〔9f2（°曙（°）－F・）2＋4〔9fa2（°）醗　∫（4’18）
atゐ：＝0，　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω、（々）＝ck，
　　　　　　　，　　　　　　　　　ω2（k）＝9＋（0），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．19）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω3（々）＝9－（0），
for　large　k，　where　F∫and　Fc　are　given　by　eq．（4．11），　and　F∫σis　de丘ned　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…－9／伽・（Pf・Pa）・　　　　　　　　（・…）
By　the　similar　method　to　that　used　in　deriving　eq．（4．14），　it　is　straightfoward　to　show　thatω1（0）andω2（0）
cQrrespond　respectively　to　9＋（0）II　and　9＿（0）日f6r　the　longitudinal　excitons．　The　typical　forms　of　dispersion
curves　are　shown　in　Fig．2．
　　　　Finally　we　consider　the　case　of　twQ　equivalent　atoms　per　unit　cell（2＝1　and　2）．　Each　atom　is　assumed　to
have　a　single　excited　state　f　responsible　for　dipole　transition．　The　secular　equation　formed　from　the　coe伍c三ents
of　the　amplitude　functionsω1∫and　w2f　in　eq．（4．3）is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一・，・一・・，〔・1・・〈k，・9）・・12・・（・・9）〕一・・　　　　（・・21）
where　have　used　the　fact　that五22”is　identical　with　L11∫∫because　the　atom　2　is　equivalent　tQ　the　atom　1，　L　e．，
the　lattice　site　of　atom　2　can　be　transformed　to　that　of　atom　l　by　the　crystal　symmetry　operations．
　　　　In　the　limit　of‘→oo，　equation（4．21）gives　two　exciton　energies　h94（k）and　h　2．（紛　for　instantaneous
dipole　interaction．　We　obtain　by　use　of　eq．（4．6）that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　灘1｝一・・＋…〔∫11・・（k）・1t，・∫∫（k）1〕・　　　　　（・・22）
When∫12が（k）is　different　from　zero，　there　are　two　separated　exciton　bands，　which　is　known　as“Davydov”or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）
　　　　　　　　　　　　　　Research　Reports　of　the　Faculty　of　Engineering　Meiji　Unlversity，　NQ。42（1982）
‘‘?≠モ狽盾秩@group，，　splitting．12・16）
　　　In　the　Iong　wavelength　approximatiQn　satisfying
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Iゐ・ρ・21《1，
equation　（4．21）　is　found　to　be　expressed　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω2－9・2（・）・（。論・－1－・・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω2－・・2（・）・（。k／塞ぎ・．、一・・
with　the　definition　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gl｝一・F，〔1・（P・f・・P・f）P，一・〕．
where　Pf　is　the　magnitude　of　Plf　and」P2f．
there　are　four　branches
expressions　and　their　behavior　as　the　functions　of
replaced　with　A　or　B．
　　　　So　far　we　have　considered　only　the　simple　and　i
These　examples，　however，　w三11　serve
dispersion　relation　for　more　complicated　systems’『
help　of　the　fbrmula（3．25）．　This　is
））））））））））??????? ? ? ? ?
11）
12）
13）
14）
15）
16）
（4．23）
（4，24）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．25）
　 　　　　　　　　　　　　　　 　From　the　comparison　of　eq．（4．24）with　eq．（4．10），　it　is　seen　that
of　disp rsion　curves　consisting　of　two　independent　setsω∠±　and　ωB士，　whose　analytical
　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　 k　are　given　by　eq．（4．12）and　Fig．1if　the　subscript　f　is
　　　　 　　　 　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 　dea ized　systems　with　the　assumption　of　Iow　frequency　fbrω．
　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　 　　to　unde stand　the　character三stics　of　coupled　modes．　In　order　to　obtain　the
　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　 　　　　，1t　ls　nece sary　to　carry　out　the　numerical　ca！culation　with　the
　　 　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　our　future　problem，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Refere盤ces
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